Lectia 3: Coordonatele Carteziene si

Transformari Geometrice in Cadastru si
Arhitectura

Obiective: Elevii vor intelege sistemele de coordonate, transformarile geometrice si
aplicarea lor in redactarea si interpretarea planurilor cadastrale si arhitecturale.

I. PARTEA TEORETICA

1. De la Teren la Harta: Nevoia de un Sistem de Referinta

Problema: Cum reprezentam pozitia exacta a unui punct pe o harta sau plan?

Solutia: Sistemul de coordonate carteziene - inventat de René Descartes, permite locali-
zarea precisd a oricarui punct prin doud numere (x,y).

2. Sistemul de Coordonate Carteziene in Topografie

In topografie, sistemul este adaptat pentru a misura pe teren:
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Figura 1: Sistemul de coordonate topografic cu axele orientate diferit fatd de matematica
clasica.

Particularitati ale sistemului topografic:

e Axa OX = directia Est (abscisa)
e Axa OY = directia Nord (ordonata)

e Originea (0,0) = un punct de referinta stabilit (de obicei in coltul sud-vestic al zonei
masurate)



e Unitatea de masurd — metrul

Exemplu practic: Pe un plan cadastral, un punct are coordonatele (125.45, 87.30).
Inseamni ci se afld la:

e 125.45 metri Est de originea aleasa

e 87.30 metri Nord de originea aleasa

3. Scara: Legatura intre Plan si Realitate

Definitie: Scara reprezinta raportul dintre o distanta de pe plan si distanta corespunza-
toare din realitate.

Distanta_pe_ plan

Scara = : —
Distanta _reala

Exemple comune de scari:

e 1:100 - 1 cm pe plan = 100 cm (1 m) in realitate (planuri arhitecturale)
e 1:500 - 1 cm pe plan = 500 cm (5 m) in realitate (planuri cadastrale urbane)
e 1:1000 - 1 cm pe plan = 1000 cm (10 m) in realitate (planuri extraurbane)
e 1:25000 - 1 cm pe plan = 250 m in realitate (harti topografice)
Calcul practic:

Daca scara este 1:500 si pe plan masuram 3.5 cm:

Distanta reala = 3.5 cm x 500 = 1750 cm = 17.5 metri

Raportul ariilor: Daca raportul liniar este k, atunci raportul ariilor este k2!

Exemplu: La scara 1:200, o suprafatd de 4 cm? pe plan reprezinta:
Arie reald = 4 cm® x 200 = 4 x 40.000 = 160.000 cm® = 16 m”

4. Transformari Geometrice Esentiale in Cadastru
A) Translatia (Deplasarea)

Definitie: Mutarea tuturor punctelor unei figuri cu aceeasi distanta pe aceeasi directie.

Formule:
(ZL‘/, y/) = (I + iy + ty)
unde (t,,t,) este vectorul de translatie.

Aplicatie practica: Cand un plan intreg trebuie mutat pentru a se potrivi cu un sistem
de coordonate national.

Exemplu: Daca un teren trebuie raportat la un nou punct de referinta, toate coordona-
tele se translateaza cu aceeasi valoare.
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Figura 2: Translatia unui triunghi cu vectorul (3, 2).

B) Rotatia
Definitie: Intoarcerea tuturor punctelor in jurul unui centru cu un unghi dat.
Formule pentru rotatie in jurul originii cu unghiul 6:

2’ = xcosh —ysinb

y' = xsinf + ycosb

Aplicatie practica: Corectarea orientarii unui plan care a fost scanat usor inclinat sau
alinierea la directia Nord adevarat.

Exemplu numeric: Rotirea punctului (2,0) cu 90°:
2’ =2c0s90° — 0sin90° = 0
y' = 2sin90° + 0cos 90° = 2
Noul punct: (0,2).
C) Simetria (Reflexia)

Definitie: Obtinerea imaginii in oglinda fata de o axa sau un punct.

Formule pentru simetrie fata de axa OX:
(«,y) = (2, —y)

Aplicatie practica: Corectarea planurilor scanate invers sau crearea de planuri simetrice
in arhitectura.



5. Aplicatii in Arhitectura si Urbanism

Proiectarea cu Simetrie
Cladirile importante folosesc adesea simetria axiala pentru estetica:

Figura 3: Exemple de simetrie in arhitectura clasica.

Exemple:

e Palate (simetrie fatd de axa centrala)
e Biserici (simetrie fatda de axa longitudinala)

e Fatade (ferestre si decoratiuni simetrice)

Transformari in Proiectare
Arhitectii folosesc transformari pentru:

e Repetarea modulelor (translatie)
e Rotirea anexelor fata de corpul principal

e Crearea variantei in oglinda a unei cladiri

II. EXEMPLU REZOLVAT COMPLET

Problema: Un teren dreptunghiular este reprezentat pe un plan cadastral vechi la scara
1:1000. Coordonatele varfurilor pe acest plan sunt:

e A(2.5,1.5) cm
e B(7.5,1.5) cm



e C(7.5,4.5) cm
o D(2.5, 4.5) cm

Planul trebuie actualizat si integrat in sistemul de coordonate national, care necesita:

e Conversia la scara 1:500
e Translatie astfel incat punctul A s& ajunga in A’(100, 100) metri in sistemul national

e Rotatie de +30° pentru corectarea orientarii
Cerinte:

1) Calculeaza dimensiunile reale ale terenului (in metri)
2) Determina noul vector de translatie

3) Calculeaza coordonatele punctului C dupa toate transformarile

REZOLVARE DETALIATA:
Pasul 1: Calculul dimensiunilor reale la scara originala

La scara 1:1000:
1 cm pe plan = 1000 cm = 10 m in realitate

Dimensiuni pe plan (in cm):
AB=75-25=50cm, AD=45-15=3.0cm
Dimensiuni reale:
L=50-10=500m, (=3.0-10=30.0m
Pasul 2: Conversia la noua scara (1:500) si transformare in coordonate metrice
Coordonatele reale ale punctelor (in metri) fata de originea veche:
A:(25-10,1.5-10) = (25.0,15.0)

B:(7.5-10,1.5-10) = (75.0,15.0)
C:(7.5-10,4.5- 10) = (75.0,45.0)
D :(2.5-10,4.5-10) = (25.0,45.0)

Pasul 3: Determinarea vectorului de translatie

Avem A(25,15) si dorim A’(100, 100):
(test,) = (100 — 25, 100 — 15) = (75, 85)

Aplicam translatia:
A’ = (25+ 75, 15+ 85) = (100, 100)
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B' = (75 + 75, 15+ 85) = (150, 100)
C' = (75 + 75, 45+ 85) = (150, 130)
D' = (25+ 75, 45 + 85) = (100, 130)

Pasul 4: Aplicarea rotatiei de +30° in jurul lui A’
Pentru C’(150, 130):

Cyes = (150 — 100, 130 — 100) = (50, 30)
Cu cos30° &~ 0.8660, sin 30° = 0.5:
Zror = 50 - 0.8660 — 30 - 0.5 = 43.30 — 15 = 28.30

Yrot = 90 - 0.5 4 30 - 0.8660 = 25 + 25.98 = 50.98
Revenim:
Crina = (100 4+ 28.30, 100 + 50.98) = (128.30, 150.98)
Pasul 5: Verificarea dimensiunilor dupa rotatie

Distanta A'Cina
Az = 28.30, Ay = 50.98

d = 1/28.302 + 50.982 = /800.89 + 2598.96 = 1/3399.85 ~ 58.31 m

Diagonala originala:

V502 + 302 = v/3400 =~ 58.31 m v/

Raspuns final:

e Dimensiuni reale: 50 m x 30 m
e Vector translatie: (75, 85) metri

o Crina ~ (128.30, 150.98) metri

ITI. SET DE 10 EXERCITII PENTRU LECTIE (cu re-
zolvari complete)

Exercitiul 1 (Scara si distanta)
Enunt: Pe o harta topografica la scara 1:25000, distanta dintre doua localitati este de
8.4 cm. Care este distanta reala in kilometri?

Rezolvare:
1 cm = 25000 cm = 250 m

D =8.4-250=2100 m = 2.1 km

Explicatie: Convertim intotdeauna la aceeasi unitate.



Exercitiul 2 (Translatie simpla)
Enunt: Coordonatele punctului M pe un plan sunt (125.6, 87.3). Dupa o translatie cu
vectorul (-12.5, +8.7), care sunt noile coordonate?

Rezolvare:
(«',y) = (125.6 — 12.5, 87.3+8.7) = (113.1, 96.0)

Exercitiul 3 (Scara si arie)

Enunt: Un teren de 2.5 hectare (1 ha = 10.000 m?) este reprezentat pe un plan. La ce
scard este planul dac# terenul ocupa 100 cm? pe plan?

Rezolvare:
Ayeqr = 2.5-10.000 = 25.000 m? = 250.000.000 cm?
Aveq 250.000.000
Aplan 100

k = +2.500.000 ~ 1581.14 = Scara ~ 1 : 1580

= 2.500.000

Explicatie: Raportul liniar este radacina patrata a raportului ariilor.

Exercitiul 4 (Vector translatie)

Enunt: Dupi o translatie, punctul P(45.2, 78.9) ajunge in P’(32.7, 85.4). Cu ce vector
s-a translat?

Rezolvare:

t= (2 —x, y —y) = (32.7—45.2, 85.4 — 78.9) = (—-12.5, 6.5)

Exercitiul 5 (Rotatie de 90°)

Enunt: Un segment are azimutul initial 45°. Cu cat se modifica azimutul dupa o rotatie
a intregului plan cu +90°7

Rezolvare:
Azpou = 45° +90° = 135°

Modificarea = +90°.

Exercitiul 6 (Rotatie in jurul originii)

Enunt: Punctul A(3, 4) se roteste cu 180° in jurul originii. Care sunt noile coordonate?

Rezolvare: Pentru 180°, cos 180° = —1, sin 180° = 0:
¥=3-1)—-4-0=-3, ¢y=3-0+4(-1)=-4

A= (=3, —4)



Exercitiul 7 (Scara si reprezentare)

Enunt: Daci un teren de 800 m? este reprezentat pe un plan printr-un patrat cu latura
de 4 cm, la ce scara este planul?

Rezolvare:
Aplan = 4> =16 cm®, A, = 800 m* = 8.000.000 cm?
Arewr 8.000.000
Aplan 16

k = v/500.000 ~ 707.1 = Scara ~ 1 : 700

= 500.000

Exercitiul 8 (Centru de greutate)

Enunt: Un dreptunghi are pe plan coordonatele colturilor: (12, 8), (28, 8), (28, 18), (12,
18). Care este centrul sau de greutate (intersectia diagonalelor)?

Rezolvare: Punctul mediu intre (12,8) si (28,18):

_12+28
- =

8+18

13
2

Te 207 Ye =

Centrul = (20, 13).

Exercitiul 9 (Transformare compusa)

Enunt: Transformarea (2/,y’) = (2c—1, 3y+2) este o combinatie intre omotetie (scalare)
si translatie. Ce se intampla cu punctul (0,0)?

Rezolvare:
¥=2-0-1=-1, ¢y=3-0+2=2

Punctul devine (-1, 2).

Exercitiul 10 (Simetrie)
Enunt: Un triunghi echilateral are centrul in origine. Cate pozitii distincte are prin
rotatii de 120° in jurul centrului sau?

Rezolvare: Un triunghi echilateral are simetrie de rotatie de ordinul 3. Pozitii distincte:
3 (la 0°, 120°, 240°). La 360° revine la pozitia initiala.

IV. SET DE 10 EXERCITII PENTRU ACASA (TEMA)

1. Problema de scara: Pe un plan arhitectural la scara 1:50, o camera apare ca un
dreptunghi de 6 cm x 4 cm. Care sunt dimensiunile reale ale camerei in metri?

2. Transformare de coordonate: Un punct are coordonatele (245.30, 178.45) in sistemul
vechi. Pentru a-l trece in noul sistem, se aplicd translatia (-15.75, +22.80). Care
sunt noile coordonate?



3. Rotatie fatd de un punct diferit de origine: Punctul B(8, 6) se roteste cu 90° in jurul
punctului A(2, 3). Calculeazad coordonatele lui B dupa rotatie.

4. Scara pe harti digitale: Pe ecranul unui calculator, o harta la scara 1:10000 este
afisatd cu zoom 200%. Care este scara efectiva vizualizata?

5. Coordonate relative: Intr-un sistem local, un teren are colturile: A(0,0), B(40,0),
C(40,25), D(0,25). Dacd A corespunde cu punctul (125000, 487000) in sistemul
national, care sunt coordonatele nationale ale punctului C?

6. Arie la scara: Un teren triunghiular are in realitate aria de 1200 m2. La scara 1:500,
care este aria sa pe plan (in cm?)?

7. Transformare compusa: Un punct P(x,y) este supus succesiv la:

e Translatia (3, -2)
e Rotatia cu 90° in jurul originii

e Translatia (-1, 4)
Exprima coordonatele finale P’(x’)y’) in functie de x si y.

8. Simetrie axiald: Punctul Q(5, 7) este reflectat fata de axa orizontala care trece prin
y=2. Care sunt coordonatele sale dupa reflexie?

9. Problema de orientare: Pe un plan scanat, o latura care ar trebui sa aiba azimutul
0° (Nord) apare cu azimutul 5°. Ce rotatie trebuie aplicata intregului plan pentru
corectare?

10. Aplicatie urbanisticd: Doud parcele vecine sunt reprezentate ca dreptunghiuri. Par-
cela 1: A(10,10), B(30,10), C(30,20), D(10,20). Parcela 2 este simetrica parcelei 1
fata de axa x=25. Care sunt coordonatele parcelei 27

V. REZOLVARI SCHEMATICE PENTRU TEMA

1.6:-50=300cm =3 m;4-50=200cm =2m=3m X 2m

2. (245.30 — 15.75, 178.45 + 22.80) = (229.55, 201.25)

3. Brey=(8—2, 6 —3)=(6,3); rotit: (—3,6); absolut: (2 -3, 3+6) =(—1,9)
4. Zoom 200% = scara +2 = 1:5000

5. Crationar = (125000 + 40, 487000 + 25) = (125040, 487025)

6. Raport arii = 500 = 250000; Ay, = 1200/250000 = 0.0048 m? = 48 cm?

7. Dupa translatia 1: (x + 3,y — 2); dupa rotatie: (—(y —2),z+3) = (—y + 2,z + 3);
dupa translatia 2: (—y+1, v+ 7)

8. Distanta fatd de axd: 7 — 2 = 5; dupa reflexie: ¢/ =2 —-5=-3; Q' = (5, —-3)

9. Rotatie de —5° (sau +355°)



10. Simetrie fata de x=25: ' = 25+ (25 — x) = 50 — x; Parcela 2: A’(40,10), B’(20,10),
(7(20,20), D’(40,20)
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